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96 MARIA DESTEFANIS — ESTRAZIONE DELLA RADICE QUADRATA

Dalle (1) e (3) segue:

ALBERTO TANTURRI — SUL NUMERO DELLE PARTIZION]. ECC. a7

Vr+.v l'd €r —!» r — (0..1) X_,._s’

B

i teoreme 5 qul numeeo delle paptizioni d'un umero in potenze di 2

¢ ne s 20 9) X'~ & soddisfatts A : . B AN

s==12; cioe avute 2 cifre de)cima.li di l;, bsfjtxﬁ(:» t-llj'glva:m._z;lzfreeg o R TR

con la divisione di grado 5; cosi si ritrovano i teoremi 3 e 4
Essa & soddisfatta per s==» — 1, ove r =< 23, cioe calco:

late » cifre decimali di 1a, finche » << 23, se ne trovano altre

r—1, colla divisione di grado 2r + 1. "
Essa & soddisfatta per s =, — 2, ove

=~

che e il teorema 5.

Ogni numero naturale ammette, com’s note, una sola par-
tizione in potenze intere, tutte disuguali, di 2: e, trovarla, equi-
vale a scrivere il numero nel sistema binario di numerazione.
Quante sono, ora, l¢ partizioni d’un numero in potenze di 2,

] . : a p r=224; cioe cal-
colate » cifre decimali di je, finche r<< 224, s¢ ne trovano
altre r — 2 colla divisione graduale. E cost via.

anche uguali fra loro?

Nei ni 50, 51 ¢ 52 della Memoria De partitione numerorum
del t. TIT Novi Comm. Petrop. (1730-51), EvLero trattd questo
problema, giungendo a una formula di riduzione, che permette
di visolverlo in ogni caso wumerico particolare. Con questo
seritto comincio lo stadio d'una questione piu generale: uno
studio piu completo sara oggetto d’un altro lavoro.

I _ Definizione del numero sopradetto.

1. — Essendo » un numero naturale, indicheremo con D,
il numero delle nostre partizioni. Vale a dire il numero delle
soluzioni in interi a della condizione:

ao+ 2a, + 4ay + Sus 4 .. = n;

nel primo membro della quale possian fermarei al termine il
cui coefficiente & la massima potenza di 2 che non superi »,
: ossia = 2 elevato alla caratteristica, &, del logaritmo di n in
base 2. Coi simboli del Formulario Mathematico:

(1) neN,.k=E(Logn).).
D, = num } (NoFO &)~ a3 [Z (2aiii, 0 k) = ni{ Def.

Porremo pure:
(2) D=1 Def.
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I tre teoremi d’Eviero.

2. — Come primo teorema d’Eriero si puo assumere la
semplice formula:

3) re—171.0. UTT[(1 —ai)'4,2%] = (Div']4, Ny) :

la quale dice che, se x & un numero reale, minore, in valore
assoluto, di 1, Ia funzione fratta L(l—2) (1—22) (1 — 24) (1—2¥)...
e uguale alla serie:

L 4+ Dyx + Dex? + Dygrd - Dyt 4 ...
3. — La qual serie dovra, come la funzione fratta, con-
durre a uno stesso risultato, sia con la moltiplicazione per 1— &,

che con la sostituzione di 22 al posto di z. Abbiamo dunque che:

14 Dyx +-Dya? +Dyad+ Dyt ...
— 2—Dir* =Dy —Dyat—... =14 Dyxe? 4+ Dyt ..

cioe, uguagliando i coefficienti di 2, x2, 23, x4, ..., che,in generale:
(4) neN; . ). D, =D,_, - rest (n —1, 2) Depo.
Questa formula di riduzione, o I'equivalente:

w br="Do
I he Ni.D. Dy =Dy, == Doy + D,

costituisce il secondo teorema d’BuLEro; e, con la (2), ci da per:
Do Dy Dy Dy Dy Dy Dy D: Dy Dy Dy Dy Dy Dy Dy, Dy
successivamente, 1 valori:

11 2 2 4 4 6 6 1010 14 14 20 20 26 26

“eey

s mh

.
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il calcolo dei quali “ facillime, quousque libuerit, continuetur .
Esprimere D, indipendentemente dai precedenti D, non &, pero,
altrettanto facile: “ attendents patedit nullo modo exprimi posse
afferma, anzi, EULERO, con nn ragionamento poco persuasivo.

4. — Riman l'ultimo teorema. Il prodotto infinito (1— x)
(1 —22) (1 —x*) ... della (3), si sviluppi, percio, nella serie
Co+ Cixr + Coa® + C3z® + ..., dove (5 =1. Dovra questa.
come quel prodotto, riprodursi identicamente, quando vi si
muti x in x%, e si moltiplichi poi il risultato per 1 — 2 cioe,
identicamente:

1 + Cyx? —+ (Cyxt e
—_ Covr —Cltl‘g T e _
==1-4-Cre + Coa? + Cyud 4 Cort — ...

e quindi, per ogni numero naturale » :
C,g, = (“_ 1)“ Cp,(,,:g, .

Questa formula di riduzione fornisce i coefficienti C': che,
secondo Eurrro, “ non obtinent legem solito more ussignabilem .
ma, col simbolo E, sono, fin da C,, esprimibili cosi:

C _— (__ ])"+E(H,'2)+B(n_’4)-i-.“
n =TT .

E allora son pure noti i coefficienti della serie Do+ Dz +
Dya? + ..., che, in virtu della (3), & ricorrente d’ordine infinito,
con la scala di relazione, secondo la nomenclatura euleriana:
— Uy — Gz, — Cy: per 'appunto:

Dy = -, D, ,
Do =-—0C D, — (D,
Dy = —C, Dy — (D, — 3Dy, ece.

{

I

Seriviamo in generale, e avremo il terzo teorema d’EviLEko:

(5) neN; .. D, =—Z{(—1)"D,_ii 1n]:

Atti della R. Accademia — Vol. LIV,

-1
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nel quale, per brevita, si e fatto uso d'un simbolo H, defi-
nito dalla:

(6) neNg.) . Hn=n 4+ E®n/2)+E x4 + ..
= L} [E @/2)]!4, 0E (Log n){ (¥)  Def.

Alcune conseguenze
del secondo teorema d4’EuLEkro.

5. — Il secondo teorema d’'EuLero da, per es., che D, ==D,,
D;=D,+D,, Dy=D;, D,=D;+D,. D;=Dy, D¢=D;—+Ds,
D; =Dy ; sicche, sommando: D;=D,-- D, +D; +D;. In
generale:

(M neN,. ). D.=D¢+ D+ Dy + ..+ D,
=X |D; i, 0E n/2)];

e sara dunque noto D,, quando si comoscano i D con gl’indici
da 0 a E(n2).

6. — Basta, anzi, conoscere i D con gl'indici da 0 a E(n 4).
Per es., nella:

Dyg=D¢+ D; 4 Dy +- ... + Dy,

(*) Questo terzo teorema esprime il fatto che =1 il prodotto delle
serie 1 +- Dy + Dy .. o 14+ Cie+ Caa® + .5 e da, in generale, D,
come somma dei precedenti D, presi con segni convenienti: per » dispari.
dice soltanto che Da.i1 = Don, per ogni intero 4.

Si noti la formula:

2€—171.0 . T [(1 — a")|n, 28] == T [(— 1)Mn x|, N,],

dove Hr & il numero definito dalla (6); che, per un noto teorema di
Lieexvre, =n 4 mp (2, #!), ossia = # -} la massima potenza di 2 che divida
il fattoriale di #, o anche = mp[2, (2#)!). 11 numero C,, che abbiam tro-
vato uguale a (— D)%, gode di curiose proprieta; e, per es., =+1 o
a — 1, secondoche n, nel sistema binario di numerazione, si serive con un
numero pari o dispari di cifre 1: la proprietd fondamentale, gia scritta in
Evrero, & la: — Cong1 = Con = Cx, per ogni intero &.

g v 5 e

!
t
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che & caso particolare della (7), sostituiamo, ai successivi D
del secondo membro, i valori dati dalla (7) stessa; per como-
dita, in successive colonne. Avremo che:

D;o= Do+ Do =Dy Do + Do -+ Dy + Do +- Dy + Dy 4 D,
+D;+Dy+Dy +D;+D,+D,+ D, + D,

+Dy+ Dy + Dy 4Dy +D; 4D,

+ DD, + Dy D,

+D,+D,,

e quindi =10D, 4 8D, -1~ 6D, 4+ 4D; 4- 2D,. In generale:
(8) neXN,.D).D.,=Z [E(n2)-+1--2{D,i0"E(n/4)}].

7. — Possiam sostituire ancora, ai successivi D del se-
condo membro, i valori dati dalla (7). Avro. per es., che:

D5 = 10D 4+ 8Dy - 6D, -+ 4D, 4 2D,
+ 6D, 44D, + 2D,
+ 2D2 ]

e quindi = 30D, + 12D, - 2D,. In generale:
(9) neN;. ).

D,=Z}[E(n4)--1—2:[E(n4--12)+—1—2{D, i.0"E(n:8)!.

8. — E continuando, finche & possibile, sempre con I'uso
della (7), abbiamo un procedimento uniforme, a cui diamo veste
di regola pratica. Chi voglia D, (o, che & lo stesso, Dy},
prepari una tabella, scrivendo, in un primo rigo, A -+1 sim-
boli 1. Deduca poi ciascuno dei righi successivi dal precedente:
scrivendo, sotto a ogni suo numero di posto dispari (da si-
nistra), la somma dei suoi numeri che vanno da quello che si
considera all’ultimo (di destra): e lasciando in bianco sotto
agli altri numeri. Varra allora questa legge: D, = somma
dei D con gl'indici da 0 a h:; = somma dei D con gl'indici
da 0 a E(h2), moltiplicati per i nnmeri del secondo rigo, or-
dinatamente : = somma dei D con gi'indici da 0 a E (k/4), mol-
tiplicati per i numeri del terzo rigo. ordinatamente; ...; = nu-
mero dell’ultimo rigo.
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Esempro. -—— Si voglia Dgg. Faccio la tabella:
1111111tt1r111t111111
19 17 15 13 11 9 7 5 3 1
100 64 36 16 4
220 56 4
230 4
284 : e posso scrivere che:
Dg; = Do+ D+ Dy ... +D16+D17+D13

- 19DU+17D1—|‘15D2+ ‘e +5D7+3D3+D9

9. — La tabella che cost fornisce Ds,, dopo il primo rigo
con h -+ 1 simboli 1, ne contiene un secondo, con ER2)+1
numeri, I’ (i 4 1)=° dei quali == h 4 1—2i. perida 0 a E(#j2);
e, se h=2, ne contiene un terzo, con E (2 4) +1 numeri,
I'(i-+1)me dei quali, per i da 0 a E(h'f), & dato da:

CB(h2) 41— 2i G E[(h 102+ 1 —2i{=B[(h2 + 1207 (*).

Compare un quarto rigo, con E (4/8) 4-1 numeri, quando 7 =4;
e un quinto, con E (k'16) - 1 numeri, quando 2 = 8; ecc.: l'ul-
timo rigo, con un solo numero, ha sempre per numero d’ordine
E|°Log (2/)) + 1. Chi sapesse esprimere I’ (4 4 1)™° numero dei
righi quarto. quinto, ecc., potrebbe scriver formule da aggre-
garsi alle (7). (8) e (9); e si ¢ cos condotti, se si vuole una
formula generale in questa direzione, a cercar I'espressione
generale dei numeri della tabella: dei quali, poi, daremo, su-
bito appresso, nella formula (22), il significato aritmetico.
Veramente, per trovare Dy, possiam restringerci a tentar
d’esprimere solo il primo numero di ciascun rigo: sebbene una
tal semplificazione non sia che apparente; perche, com’e facile

(*) Si applica il teorema daritmetica:
meNy. D Eim2) < E(m-+1)72) = E(m2].

Diverse proposizioni aritmeiiche tralasceremo appresso di notare, per
amor di brevita.

i g
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riconoscere, I’ (i 4+ 1)™° numero del (p - 1)=° rigo della tabella
con cui si ottiene Dy, @ uguale al primo numero dello stesso rigo
della tabella con cui si otterrebbe il D con l'indice 2h — ¢x 20+,
o cib nelle ipotesi generali:

heN,.peO E[2Log (2h)].ie 0 E (h:2").

Si sa gia intanto che esso primo numero =1, nel primo rigo:
= h 41, nel secondo: e, nel terzo, = E|(h 2 4+ 1)]. Per cal-
colarlo nel quarto, sommo i numeri del terzo rigo, cioe gl
E(k2) +1 numeri: (k- 1)% (A —1)t, (k—3)% ..., ovvero:
(k+1) (h=-2). (k — 1) k. (A—3)(k-—2), ..., secondoche & ==2k
o a 2k -+1: e avrd, nel primo caso, il numero C(k -+ 3,3):
e, nel secondo, questo stesso numero aumentato di (& -+ 1) -
(k=1 +k—38) -+ .., croe di

PB(A2) 1 BHAF1)2] -0 L (F).
Concludo che il prime numero del quarto rigo

= C[E(h 2) + 3.3)

9 a » + E{(h+3)4

S B+ 5) 4],

secondoche 7 & pari o dispari.

Altri risultati semplici non ¢ facile ottenere. Si puo, certo,
scrivere il primo numero del quinto rigo come somma dei gia
espressi numeri del quarto; ma non si dispone poi duna for-
mula aritmetica che condensi la somma. Si pud anche stabilire
una formula che ‘insegna a ottenere un rigo della tabella da
uno qualunque dei precedenti: essa & caso particolare della

(*) T1 simbolo C & I'ordinario simbelo delle combinazioni: dimodoche,
per es., C(4,0)==1. C{4, D) =4.1, C (4. 2)== {4 =3%(1 <2), ecc. Con la formula
elementare:

xeN;. 0. 2= Clxr41,24+ Cix, 2,

si trova che (¢ + 12+ {k— 1P+ (k—8P24 .. =Ck+2.2)+Ch+1.2)+
C ('lr,, 2) +Ck—1,2)+ ... ciod =C(k -+ 3,3). La somma dei guadrati dei
primi 2 numeri dispari e espressa con a(4x?—1).3, per es., in Lrcag,
Théorie des nombres, p. 255.
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successiva (23): e da, per es., che il primo numero del quinto

rigo =
a)  Z}E@E4)1)[EGE4+12)H1](h4-1—20)H 0 E(h 2) L,
ovvero a

b) HEG2)+1ER2)—2i+1 E(h2-+12)—2i+1

[, 0K (I 4)1.
secondoche lo deduciamo dai numeri del secondo ovvero da
quelli del terzo rigo. Per es.. il primo numero del quinte rige
della tabella che chiude iln° 8, =1 <194 IxX17 4215+
2X13+ 4 X114+ 4X9+6<7+6%X5+ 9x349X1, ovverc
a 1x1004+1x64-42x36-42%x164-3x 4. Ma, anche qui
manca una formula aritmetica, che condensi. convenientemente.
una delle due somme; come manca per lespressione

¢) IR H1)IBGEL-12) 1 K2y —20+1
EM2 212 —2¢ 11, 0E(h 4):

del primo numero del sesto rigo. dedotto, alla stessa maniera,
dai numeri del terzo. Quest’nltima espressione da, per es., che
il primo numero el sesto rigo della tabella del n® 8, == 1 X100 -+
1X 644236 +2X16 L 44 (%).

(*) Come altra conseguenza deila (4):
FeN .. 200 == Diiey — Dane 2
perche: Dyjar=Dys1-+ Doy =Dyu 4 D2,
e D == Dyt Do z=Dper = Dai
Pit in generale:
7€Ng. . Dits — Dz = Doy =+ D= E{(n -+ 3V 4] — K [(n + 2)/4}{ Den-a;
come si pud trovare osservande che, in virti della (3u la serie Do+ 1Dyao—+

D, ... deve condurre a uno stesso risultato, sia con la moltiplicazione
per i1 —x)(1 — 2%, che con la sostituzicme di #* al posto di .

gy T r
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Un problema piu ampio di quello d’EvLEero.

10. — Delle D, partizioni di » in potenze di 2, ve n'e
sempre una formata da » elementi tutti uguali a 1. Quando
n =2, ven’dpoidi quelle che han 2 come elemento massimo:
o siano D (2, n): e. quando » =4, ve n’e delle altre. e siano
D (4, n), che han 4 come elemento massimo : ecc. In generale,
indico-con D (2¥. #) il nnmero di quelle che han come elemento
massimo 27: precisamente. scrivo la definizione:

(10 peNy. neN; . 0. D(20n)=
nam } (NoFOp)aad[a, ~=0.Z(2a; {,0p)=mnit Def

E propongo il problema della determinazione del numero D (2¥, n).
Questo problema & pitt generale di quello euleriano della
determinazione di D, : perche, con la formula elementare:

(1) neXN;.p.D.=D{.n)+ D2 n)+DH )+ D8, n)—~—..
=X ID (2, n) ¢ 0E (2Log n)l.

il ealeolo di D, si ta mediante quello di aleuni D con due in-
dici. Anzi, in ogni caso. mediante quello di uno solo di tali D:
in virti del teoreina:

(12) heNo.peN, k<200 . Dy =Dy, == D (2,22 4 20).

Esso teorema & evidente quando A= 10: e. quando 2 >0. ¢
ottenibile osservando che, per es.. D, = D (8.8 -+ 10). perche.
se aggrego 8 allc partizioni di 10 in potenze di 2, ottengo,
per ’appunto, quelle partizioni di 18 in potenze di 2, che han &
come elemento massimo. Il 2° che si aggrega dev’essere almeno
uguale alla massima potenza di 2 che << 2A (*).

*:
/

12 wkeNy. D:n <21, =.D,=D(2* 2"+ n)
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11. — Accanto alla (11) vogliam subito porre la:
(13) nel~+N;.5.Z[(—1)D 2, u)l:,0E (*Log n)] =

Considero, infatti, le partizioni di n in potenze di 2

ag) Con D (1.#) si numerano quelle, e ce n'e una sola,
che son formate da tanti 1

@;) Di quelle numerate con D (2,%): «,') alcune, e ce
n’e una sola, contengono un solo 2: ;") e le altre ne con-
tengono pitt d’'uno.

@3) Di quelle numerate con D (4, n): a,/) alcune conten-
gono un solo 4; ;") e le altre ne contengono piu d’uno.

wy) Pongo, finalmente. & == E (2Log n): dimodoche
Logn <k -+ 1, cioe n<C2'. Con D (2" %) si numerano
quelle che contengono un solo 2%, non essendovene di quelle
che ne contengono pil d’uno.

Se, per brevita, indico con Deay. Da,’ e D«”’, Da,’
D", ..., Dax, i numeri delle partizioni di cui si parla in «,,
' e . ay e a)', ... 0x, ho subito che ciascuno di essi nu-
meri & uguale al seguente: e, per es., D¢, = D«,’, come si
vede con la sostituzione di un elemento 4 a due elemeunti 2.
E allora, evidentemente: D) (1,2)-—D(2,n) -+ D(4,7) —D(8,n) -+-...,
cioe: Day — (D" 4+ Day”) + (Duy’ -+ Day”’y — ...+ (—1)' Da,.
=), come sl era asserito.

Alcune proprieta dei numeri D (2. »)

12. — Dalla definizione, imniediatamente:
(14) PEN . HeN . <2, . DR, u)y=0 ,
(15) . )D& 2 =1 .
(16) » JD-D({L,n)=1 ,
(17 . . n J.-D@.2n41)=D (2" 2n);

quest’ultima perche le partizioni numerate nel prime membro
dell’'uguaglianza son quelle numerate nel secondo, con 1'aggiunta,
in clascuna, d'un I.

B e e

¥
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13. — Semplicemente si ottiene pure la:

(18) mpeN;.0.D (202 4 0) =D (2,n) + D (2. 27+ n),

osservando che, delle partizioni numerate nel primo membro
dell’uguaglianza. alcune contengono piu di un elemento ugunale
a 2¢; ¢ son D (2" %), come si vede sopprimendo. in ciascuna.
uno di tali elementi: e le alire ne contengono uno solo: e
son D (2071, 2¢7"Lw). come si vede sostituendo. in ciascuna,
quell’elemento con un elemento uguale a 2°7

Questa proprieta si puo ritenere come fondamentale. Essa
permette di calcolare D (2%, n) per ogni p ed n, partendo dalle
(14), (15) e (16).

14. - Una sua facile conseguenza ¢ la:

(19) neNy.peNpg.;). DR,2° =) =2Z[D (2, n} ¢ 0 p].

che da il significato della somma della (11) limitata al primo
termine, o ai primi due termini, o ai primi tre termini, ecc.
Per es.:

D(1,18) + D2, 18) = D (4. 18) & D (8, 18) = D (2, 26);

perché, applicando. ripetutamente, la (18):

D(8,26) = D(8,18) + D(4,22) =D (3.18) =D (4, 18) - D (2., 20)
= , A-DHIHY4+D R 1I¥)4-D(1.19);
e D(1,19) =D (1, L8).
Ma la (18) si pud applicare. ripetutamente, anche cosi:

D(8,26)=D (1.22)4+D (8,18) =1 (£.22)+D (4, 14)--D (8, 10) =
=D (4.22) = D (4, 14) + D (4, 6).

In generale, si ha la formula:
(20) hopeN . 0. D20, 27+ 2/) =
T D (287, 207 b 20 — i3 2%) 14, 0K (R 20

che esprime D (27, 2" 4 2k) wmediante tanti D (2*7%, ») quanti
sono i 277! =2k - Nyx 2* non minori di 27'; cioe quanti
sono gli N, non maggiori di 2427
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E dalla quale, per induzione rispetto a p, trarremo due
conseguenze. Prima di tutto:
(21) A, peNog.D:D@, 20+ 2h)e2N;+1.=./heNyx2;
che afferma dispari D (27, 2* + 24) solo quando 7 & un mul-
tiplo di 2. E, in secondo luogo:

(22) heNy.pe0~E2Log (2] .ie0E (h 27).

't + 1)™° numero del (p 4+ 1)2° rigo della (abeha con
cui si ottiene D, , secondo il metodo del numero 8,
=D (242" 4 2h — i x 2,

Sia dell'una che dell’altra conseguenza. non scriviamo. per bre-
vita, la dimostrazione.

15. — Quando p>1. a ciascun termine della somma
della (20) si pub poi, applicare la stessa formula (20): e i
ha D (2%, 2" 4-2h) espresso mediante tanti 1 (277 »): a ciascun
dei quali si pud applicar pure la formula stessa. se p>2. Si
giunge cosl al teorema generale:

(23) hype Ny heOr p—l LD 2r Lo2h) =
D22 4D (20 2emit 7/1—; 2077 4 0B (020

che, quando h<(2*, e quindi, per la (12), D (22, 2° - 24)=D,,.
esprime la legge enunciata nel n° 8: per I'appunto, la da a 1i-
troso, se facciamo, successivamente. k=0, k=1, ..., ke=p—1,
Questo stesso teorema generale puv fornir, per es.. le espres-
sioni @) e ) del primo numero del quinto rigo, e | cspres-
sione ¢) del primo namero del sesto rigo della tabella dello
stesso n® 8: come compaiono nel n° 9: si porra p=4 e k=2,
ep=+tek=1epol p=5e k=2

16. — Chiudiamo, osservando che la (22) o la fine del
n° 9 danno:

(24) heNg. ). D(2,2 4-2h) =/ 1.
(25) w0 D444 20) =B {2 4 1))

[PERp———

SUL NUMERO DELLE PARTIZIONI D'UN NUMERO, ECC. 109

(26) heNe.0.D (8,8 +20)=C[B(h2) +3,3] +

rest (k, ’2)//J]i(h—|—3)4lw LR+ 5)i4].
.0.D (16,16 4 2h) = espress.a), ovverobj,deln® 9.

27) - '
g.b@s2eh= . o N W

28 .

Serie che han per coefficienti i numeri D (2. 2" 4 #n).

17. — * Se x & un numero reale, minore, in valore as-
soluto, di 1, e se p & un numero intero, la funzione fratt.a
1{(1l—-u) (1l —x) (1 —z4 .. (1L—ab 2°) e 1}gua]e a\llg 'sene
D(27.2)+D (2", -z +D (2", 2 P2y D (2,204 8) el ... .

In simboli:

(20) xr € — 171. P € NO .. 1 m i(]. - .T'") n, 2"”?”] ==
T (D (2" 20 = n) 2"in, Nl

Si puo dimostrare per induzione rispetto a p, tenlel}do conto
della (20): ovvero, quando p = . moltiplicando le serie assolu-
mente‘ convergenti nelle quaii si sviluppano le funzioni fratte
1il—2). 1 (1—a?),..., 1/(1-— 21 2"), e tenendo poi conto della(19).

i
(24" ) 2eNy.D. D2 u)=K '
(25 . -D.D(4, n)=Lnja)kin/d - 12)=
E (B (n/2)]%/4 ( == 2[Eue2j— E@n4)]
(26" neN;.g=FEn2).q=FEind4) . ¢ =T (n,u 0.
D (k, ,:) =gy 1nqe — @t ga - Cl2q3 +1,8).
(AY 2eN 0. D, n+20—D4 n)=E(n's+172)
(8/:—|—2)—D(8n)—}u (n;8-i-3:4)xE(ni8+14) .
D@8 n+4)— [(n +3ij4]x}n—2F [(n —1)'4) L.
D (4,200-1-Di4,20+2) == n {n + 1)/2 .
Did,n +1:—Di4,n) =rest n, 2) » E [(n 4- 1)/4]
- —E(n2’8)

Si noti dunque il teorema d’aritmetica:

neN,. 0. Enidi<E(n+2) 4]+ E{(n +1)/41<E [(n+ 8)//4] = E (»*/3).

La serie: 1, 2.8, 4. 6, 8 10. 12, 15, 18, 21, 24, ... dei numeri: D (4, n) =+
D (4. n 1), quando » =3, 4,3, 6. 7, ..., si rappresenta, in una prima ri-
cerca, con Vespressione: ¢ (i — 2¢). dove ¢ == [(n-I-1)/4]: espressione che,
percid = E (»%'%).
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18. — L allora, nella stessa ipotesi per z, si consideri la
serie doppia:

14+ D (1. 1) =
—D(1,2)024D(1.3) a3+ D (1,4) 244+ D(1, 5) 2. - D (1,8) 2> 4-..
+D(2.2)w+ D(2.3)2" - D (2, 4) it + D (2,5) a0 +... 2D (2,8) a8 +...
+ D A)at+D(4,5) e LD (4, 8) w54
+D(2.8) 5.

.........

Sommando per orizzontali, si ha la serie:
1 e (L) 02 (T—=2) (T—22) 5=t (L) (L—a2) (L—24) ...

che & assolutamente convergente. come si pud vedere appli-
cando il criterio del rapporto di un termine al precedente alla
serie dei valori assoluti. Sommando per verticali. e temendo
conto della (11), si ha la serie: Dy + Dy = Dyu? - ..., cioe

la serie della (3). pure assolutamente convergente. Dunque:

B9) ee— 171 T (L= )i, 25 = 1 +
T2 (L= ) ., 200] p, Ny

2loe: “ se o e ug numero reale. minore, in valore assoluto,
di 1, la tunzione fratta 11— ) (1 — %) (1 — 44) ... ¢ uguale
alla serie «) .

19. — L’identico procedimento, applicato alla stessa serie
doppia. nella quale, pero, le orizzontali si seguano con segni
alterni, ci da. in virtu della (13), e dopo sempliei riduzioni:

(31) wre—171.).
=1 (1= —e(1—r)(l—2?) =3 (I— ) (1 — ) (1 — ¥) — ...
= I =10 M2 — 1) T = 2")im, 2721, N,).
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Dlteriori picerche
intorno ad un problema analogo a quello istretto dei tre corpi

Nota di FILIPPO SIBIRANI. a Pavia

1. — In una mia Nota inserita nel vol. 52 di questi At (%)
ho studiate alcune soluzioni del problema seguente. analogo a
quello dei tre corpi: Un punte P, attira un punto P, e P re-
spinge P, con forza d’intensita direttamente proporzionale al
prodotto delle masse e inversamente al quadrato delle distanze.
Se la massa repellente & minore dell’attraente e sotto speciali
condizioni iniziali (determinate nel § 2 della citata Nota) P, e P,
ruotano uniformemente intorno ad un punto fisso 0. In questa
ipotesi un punto P, di massa tanto piccola rispetto a quelle di
P, e P, da potersi trascurare la sua azione su P, e Py, si
muove gotto lattrazione di P e la rvepulsione di P;.

Nella Nota citata sono determinati i centri di librazione.
cioé 1 punti di equilibric di P relativo al moto di rotazione
di P, P; e sono studiati 1 woti che mantengono P nelle imme-
diate vicinanze dei centri di librazione.

Si suppone P, di massa 1 e P, di massa u<Z1, la di-
stanza P, P; si assume come unith di lunghezza; il moto si
riferisce ad una terna di assi ortogonali, aventi origine nel
punto fisso O, I'asse x coincidente con la retta P, P, ¢ col senso
positivo da P, 2 P,, il semiasse positivo y sia quello che si
ottiene ruotando di un angolo retto il semiasse positivo x nel
senso della rotazione della retta P, I,; I'asse 2 abbia per senso
positivo quello secondo cui la rotazione della P, P, apparisce
avvenire da sinistra a destra.

(Y Intorno ad un problema analogo a quello ristrettn dei tre corpl

(pp. 135-161",




